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摘　　　要：采用带滑动触点的并联弹簧来模拟二维平面运动时叶片－阻尼器间的干摩擦接触，建立一种二

维局部滑动摩擦接触模型．在叶片缘板处附加两个相互垂直的弹簧阻尼单元来模拟叶片振动时的二维干摩

擦力建立Ｂ－Ｇ（ｂｌａｄｅ－ｇｒｏｕｎｄ）型叶片－缘板阻尼器有限元模型．结合两个模型提出二维耦合振动时叶片缘板阻

尼器减振特性的分析方法．算例分析表明在工作频率附近，存在一个正压力的范围使得二维耦合振动时叶片

稳态幅值减振效果最好，频率对稳态幅值减振特性无明显影响．分析方法适用于各种复杂平面摩擦接触时叶

片缘板阻尼器耦合振动的分析．
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准确的摩擦接触模型是该类阻尼器计算分析的关

键．Ｉｗａｎ［１］提出了弹簧的并联和串联模型来模拟
一维摩擦接触；Ｍｅｎｑ等［２］引入弹性剪切层来模
拟摩擦接触面的一维局部滑动；漆文凯、高德
平［３－４］对一维局部滑动做了重要研究，提出一种一
维解析摩擦模型；随着研究深入，一维摩擦模型不
能求解叶片耦合振动问题的局限性愈加明显，且
工程中叶片并非一维振动．为了贴近工程实际，研
究叶片耦合振动减振特性，单颖春、郝燕平、朱梓
根［５－７］基于二维整体滑动模型推导了二维平面摩

擦接触下摩擦力的计算公式，为二维局部滑动模
型的提出奠定了重要基础；Ｇｒｉｆｆｉｎ等［８］研究了接
触点做圆运动时对结构振动响应的控制，Ｍｅｎｑ
等［９］将接触点简化为椭圆运动，Ｓａｎｌｉｔｕｒｋ等［１０］提
出了建立二维局部滑动模型的思路，并针对质量－
弹簧系统振动特性进行了研究．
实际上和一维滑动［２，１１］一样，二维滑动过程

中，存在着完全黏滞、局部滑动、整体滑动三种情
形或阶段．本文在一维局部滑动模型［１１］和二维整
体滑动模型［７］基础上，提出一种二维局部滑动模
型模拟二维平面运动时摩擦接触面部分滑动、部
分黏滞的情形，并推导了二维局部滑动模型下摩
擦力的计算公式；建立叶片有限元模型，在叶片缘
板接触处附加两个相互垂直的弹簧阻尼单元等效

阻尼器作为有限元计算的边界条件．将摩擦接触
模型和有限元模型结合建立了叶片耦合振动的分

析方法，研究了二维耦合振动时叶片在工作频率
及附近稳态幅值的减振特性及摩擦接触特性．

１　叶片二维耦合振动分析方法

１．１　二维局部滑动模型

参考文献［１１］建立的一维局部滑动摩擦模型
给定相关摩擦接触参数，从临界滑动状态（接触面
间将要发生整体滑动，此时摩擦力ｆ值为μＮ，μ
为动滑动摩擦因数，Ｎ 为接触面间正压力）卸载、
重复加载时，干摩擦力和接触面间相对位移的迟
滞曲线如图１所示．另外为了模拟接触面间一维
局部滑动，Ｉｗａｎ［１］的弹簧并联和串联模型很有代
表性．研究表明并联模型在模拟局部滑动时更为
直观、便捷，如图２所示，图中ｋｊ 为对应弹簧刚
度，Ｒｊ为对应的临界摩擦力．
对应图２，摩擦力ｆ与位移ｕ的关系为

ｆ（ｕ）＝∑
ｍ

ｊ＝１
Ｒｊ＋ ∑

ｎ

ｊ＝ｍ＋１
ｋ（ ）ｊ ｕ （１）

　　式（１）中序号为１到ｍ的弹簧滑动触点已经

图１　临界状态时摩擦力－位移迟滞曲线

Ｆｉｇ．１　Ｈｙｓｔｅｒｅｔｉｃ　ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｆｒｉｃｔｉｏｎ　ｆｏｒｃｅ　ｖｓ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｕｎｄｅｒ　ｃｒｉｔｉｃａｌ　ｓｌｉｐ

图２　并联模型

Ｆｉｇ．２　Ｐａｒａｌｌｅｌ　ｍｏｄｅｌ

开始滑动，ｍ＋１到ｎ的弹簧还处于弹性变形阶
段．用并联弹簧模型来替代文献［１１］的一维局部
滑动模型，参考图１中类椭圆曲线内部的初始加
载阶段迟滞曲线，令摩擦接触面开始局部滑动的
临界位移为ｕ１，开始整体滑动的临界位移为ｕｎ，
以ｕ１为首项ｕｎ为末项形成一个等差数列，则第２
到ｎ－１个弹簧的临界位移为分别为数列的第２
到ｎ－１项．由初始加载曲线可得到ｕｊ对应的Ｐｊ，
依据方程（２）可解得ｋｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ），然后得到
Ｒｊ．当用２个、４个或６个弹簧并联来模拟摩擦
力－位移迟滞曲线时结果如图３所示．
（ｋ１＋ｋ２＋ｋ３＋…＋ｋｎ）ｕ１ ＝Ｐ１
ｋ１ｕ１＋（ｋ２＋ｋ３＋…＋ｋｎ）ｕ２ ＝Ｐ２
ｋ１ｕ１＋ｋ２ｕ２＋（ｋ３＋…＋ｋｎ）ｕ３ ＝Ｐ３
　　　　　　

ｋ１ｕ１＋ｋ２ｕ２＋ｋ３ｕ３＋…＋ｋｎｕｎ ＝Ｐｎ ＝μ

烅

烄

烆 Ｎ
（２）

　　分析图３可知，弹簧数目ｎ越大，并联模型模
拟形成的摩擦力－位移迟滞曲线越接近如图１的
迟滞曲线．当弹簧个数为６时，两迟滞曲线已基本
重合，实质上当接触面长度、弹性模量、横截面积
及滑动摩擦因数这些因素变化不大时，此结论具
有较强的通用性，接触正压力的变化对此结论通
用性影响不大．因而本文研究时选用６个弹簧来
模拟相同摩擦接触条件下的二维摩擦，如图４所
示．令方程（２）中的ｎ等于６进行求解，可得６个
弹簧的参数ｋｊ和Ｒｊ（ｊ＝１，２，…，６）．
图４中ｂ１，…，ｂ６ 为弹簧对应的滑动触点，当

３８２
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图３　并联模型形成迟滞曲线与图１对比

Ｆｉｇ．３　Ｈｙｓｔｅｒｅｔｉｃ　ｃｕｒｖｅ　ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｂｅｔｗｅｅｎ

ｐａｒａｌｌｅｌ　ｍｏｄｅｌ　ａｎｄ　ｆｉｇｕｒｅ　１

图４　二维局部滑动模型

Ｆｉｇ．４　Ｔｗｏ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ（２－Ｄ）ｍｉｃｒｏ　ｓｌｉｐ　ｍｏｄｅｌ

第ｊ个弹簧的变形小于Ｒｊ／ｋｊ，则ｂｊ 保持黏滞状
态，否则ｂｊ开始滑动，各个触点可能状态不同．
文中假设叶片缘板和叶盘摩擦，叶盘固定．ａ

为叶片缘板上摩擦触点，ｂｊ 为滑动触点．设初始
时ｂｊ和ａ重合，即弹簧无长度，叶片开始振动后，

由一次谐波平衡法［１０，１２］设点ａ运动轨迹为ｘａ ＝
Ａｘｃｏｓ（ωｔ＋ｘ），ｙａ＝Ａｙｃｏｓ（ωｔ＋ｙ），ω为外激励
角频率，Ａｘ，Ａｙ为ｘ，ｙ方向的振动幅值，ｘ，ｙ为

ｘ，ｙ方向振动的初相位．已知ａ点的运动轨迹，可
由轨迹跟踪法求得ｂｊ的运动轨迹．下面简要介绍
轨迹跟踪法求解ｂｊ轨迹的方法（其他滑动触点轨
迹确定方法与ｂ１ 相同）：首先将一个振动周期时

间分为足够多离散的时刻ｔｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ），ｎ越
大求得摩擦力的数值解就越精确．为了保证精确
并兼顾计算效率，ｎ取值应适当大．设ｔｉ时刻时ａ
点的 位 置 ａｉ（ｘａｉ，ｙａｉ）为 （Ａｘｃｏｓ（ωｔｉ ＋ｘ），

Ａｙｃｏｓ（ωｔｉ ＋ｙ）），ｔｉ 时刻时ｂ１ 点位置为 （ｘｂｉ，

ｙｂｉ）．假设ｂ１ 最初位置为（０，０），比较ａ０ 距（０，０）
的距离与Ｒ１／ｋ１ 的大小：若小于或等于Ｒ１／ｋ１，则

ｘｂ０＝０，ｙｂ０＝０；若大于则ｂ１ ，将向ａ点运动且使
摩擦力值为Ｒ１，ｘｂ０，ｙｂ０ 按式（３）计算．比较ａ１ 和
（ｘｂ０，ｙｂ０）间的距离和Ｒ１／ｋ１ 的大小；如果小于或
等于Ｒ１／ｋ１，则ｂ１ 保持不动，若大于则ｂ１ 将向ａ
点运动且使摩擦力值为Ｒ１，ｘｂ１，ｙｂ１按式（４）计算，
依次类推ｘｂｉ，ｙｂｉ 按式（５）计算．可确定一个周期内

ｂ１的轨迹，再以这个周期最后的ｂ１位置作为下个周
期ｂ１ 位置的初始点，按上述跟踪方法计算，当相邻
两个周期的轨迹趋于一致时认为轨迹收敛．由ａ点
和ｂ１ 点的运动轨迹可以求得一个稳态周期内的摩
擦力大小及方向（与ｘ正半轴夹角），按式（６）计
算，同理可得到其他５个弹簧所模拟的摩擦力大
小和方向．将所有摩擦力分解到ｘ和ｙ两个方向
并相加可得到二维接触运动时一个稳态周期内干

摩擦力在ｘ和ｙ方向的离散数值解如式（７）所示．

ｘｂ０ ＝

ｘａ０－Ｒ１／ｋ１ １＋（ｙａ０／ｘａ０）槡［ ］２
　　　　　（ｘａ０ ≥０）

ｘａ０＋Ｒ１／ｋ１ １＋（ｙａ０／ｘａ０）槡［ ］２
　　　　　（ｘａ０ ＜０

烅

烄

烆 ）

ｙｂ０ ＝ｘｂ０ｙａ０／ｘａ

烅

烄

烆 ０

（３）

ｘｂ１＝

ｘａ１－Ｒ１／ｋ１ １＋［（ｙａ１－ｙｂ０）／（ｘａ１－ｘｂ０）］槡｛ ｝２
　　　　　　（ｘａ１ ≥ｘｂ０）

ｘａ１＋Ｒ１／ｋ１ １＋［（ｙａ１－ｙｂ０）／（ｘａ１－ｘｂ０）］槡｛ ｝２
　　　　　　（ｘａ１ ＜ｘｂ０

烅

烄

烆 ）

ｙｂ１ ＝ （ｙａ１－ｙｂ０）（ｘｂ１－ｘａ１）／（ｘａ１－ｘｂ０）＋ｙａ

烅

烄

烆 １

（４）

ｘｂｉ＋１ ＝

ｘａｉ＋１－
Ｒ１

ｋ１ １＋［（ｙａｉ＋１－ｙｂｉ）／（ｘａｉ＋１－ｘｂｉ）］槡 ２

　　　　　（ｘａｉ＋１ ≥ｘｂｉ）

ｘａｉ＋１＋
Ｒ１

ｋ１ １＋［（ｙａｉ＋１－ｙｂｉ）／（ｘａｉ＋１－ｘｂｉ）］槡 ２

　　　　　（ｘａｉ＋１ ＜ｘｂｉ

烅

烄

烆 ）

ｙｂｉ＋１ ＝
（ｙａｉ＋１－ｙｂｉ）（ｘｂｉ＋１－ｘａｉ＋１）
（ｘａｉ＋１－ｘｂｉ）＋ｙａｉ＋

烅

烄

烆 １

（５）

　　轨迹收敛后一个稳态周期内ｔｉ时刻对应的１

４８２
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号弹簧模拟的摩擦力大小和方向为

ｆ１（ｉ）＝ｋ１ （ｘａｉ－ｘｂｉ）２＋（ｙａｉ－ｙｂｉ）槡 ２

θ１（ｉ）＝

ａｔａｎ［（ｙａｉ－ｙｂｉ）／（ｘａｉ－ｘｂｉ）］

　　　（ｘａｉ－ｘｂｉ ≥０）

π＋ａｔａｎ［（ｙａｉ－ｙｂｉ）／（ｘａｉ－ｘｂｉ）］

　　　（ｘａｉ－ｘｂｉ ＜０

烅

烄

烆

烅

烄

烆 ）
（６）

　　同理可得ｆ２（ｉ），…，ｆ６（ｉ）及θ２（ｉ），…，θ６（ｉ）．
则ｔｉ时刻对应的总摩擦力为

ｆｘ（ｉ）＝∑
６

ｊ＝１
ｆｊ（ｉ）ｃｏｓ（θｊ（ｉ））

ｆｙ（ｉ）＝∑
６

ｊ＝１
ｆｊ（ｉ）ｓｉｎ（θｊ（ｉ

烅

烄

烆 ））
（７）

１．２　叶片耦合振动分析方法

首先建立叶片－阻尼器结构有限元模型，研究
表明干摩擦力主要体现为刚度和阻尼作用．在缘
板下沿中心处节点上附加两个相互垂直的弹簧阻

尼单元来模拟ｘ和ｙ方向上的干摩擦力，弹簧阻
尼单元的另一端节点固定，如图５所示．弹簧阻尼
单元的两个参数刚度和阻尼按式（８）计算，其中

ｆｘ，ｆｙ 由式（７）计算．

ｋｅ　ｘ ＝ ω
πＡｘ∫

２π／ω

０
ｆｘｃｏｓ（ωｔ＋ｘ）ｄｔ

ｃｅ　ｘ ＝ －１πＡｘ∫
２π／ω

０
ｆｘｓｉｎ（ωｔ＋ｘ）ｄｔ

ｋｅｙ ＝ ω
πＡｙ∫

２π／ω

０
ｆｙｃｏｓ（ωｔ＋ｙ）ｄｔ

ｃｅｙ ＝ －１πＡｙ∫
２π／ω

０
ｆｙｓｉｎ（ωｔ＋ｙ）ｄ

烅

烄

烆
ｔ

（８）

式（８）中ｋｅｘ，ｋｅｙ，ｃｅｘ 和ｃｅｙ 分别为阻尼器在ｘ和ｙ
方向的等效刚度和等效阻尼．用 Ｍａｔｌａｂ软件计算

图５　Ｂ－Ｇ（ｂｌａｄｅ－ｇｒｏｕｎｄ）型涡轮叶片干摩擦缘板

阻尼器有限元模型

Ｆｉｇ．５　Ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　Ｂ－Ｇ（ｂｌａｄｅ－ｇｒｏｕｎｄ）

ｐｌａｔｆｏｒｍ　ｄａｍｐｅｒ

摩擦阻尼特性（弹簧阻尼单元的参数），ＡＮＳＹＳ
软件的谐响应分析模块计算叶片稳态响应，两者
结合进行迭代，当相邻两步的Ａｘ，Ａｙ，ｘ，ｙ 之差
均满足误差限时，停止迭代并输出结果．

２　算例和分析

叶片工作频率为７５０Ｈｚ，计算频率为７３０，

７５０，７７０Ｈｚ．叶片ｙ向的刚度非常大，振动较弱，
总的振动能量主要集中在ｘ方向，在叶尖施加ｙ向
简谐激励，力幅Ｆｙ 为６０Ｎ；ｘ方向施加力幅Ｆｘ 分
别为１０，２０，３０Ｎ的简谐激励，频率和ｙ方向一致．
稳态时阻尼器等效的刚度和阻尼分别随正压

力、ｘ方向外激励幅值变化的规律如图６、图７所

图６　等效刚度和等效阻尼随正压力变化曲线

Ｆｉｇ．６　Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ａｎｄ　ｄａｍｐｉｎｇ
ｖｓ．Ｎｃｕｒｖｅ

５８２
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示．图６、图７为频率７５０Ｈｚ下的计算结果，其他
两个频率下的结果与７５０Ｈｚ下规律一致未列出．
由图６知各外激励下，ｋｅｘ随着正压力增大而

增加到一定值，ｃｅｘ，ｃｅｙ 随正压力增大先增加后减
小，正压力增大到一定值后阻尼器主要显示刚度
特性，与基于一维振动的规律［１１］一致．而振动耦
合导致ｋｅｙ 随正压力增大而增加到某值后稍减至
一定值，变化规律与一维振动时［１１］略有不同．
由图７知正压力为１　０８０Ｎ时摩擦接触为完

全黏滞．其他正压力下，ｋｅｘ 随Ｆｘ 增大而减小，与
基于一维振动的规律［１１］一致，耦合振动使ｋｅｙ 随

图７　等效刚度和等效阻尼随Ｆｘ 变化曲线

Ｆｉｇ．７　Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ａｎｄ　ｄａｍｐｉｎｇ
ｖｓ．Ｆｘｃｕｒｖｅ

Ｆｘ 的变化规律与ｋｅｘ 的不太一致；不同正压力下

ｃｅｘ，ｃｅｙ 随Ｆｘ 的变化规律不一致是由于正压力不
同导致摩擦接触状态不同引起．等效阻尼随Ｆｘ增
大而减小表明系统稳态时接触面间发生整体滑

动；随Ｆｘ增大而增加表明系统稳态时接触面间发
生局部滑动；随Ｆｘ 增大先增加后减小表明随着Ｆｘ
增大系统稳态时先发生局部滑动后发生整体滑动．
振动耦合对两方向等效阻尼变化规律有影响．
系统稳态时叶尖ｘ和ｙ方向稳态幅值随正压

力变化的曲线分别如图８、图９所示．

图８　叶片工作频率附近不同Ｆｘ 下叶尖ｘ方向

稳态幅值随正压力变化的曲线

Ｆｉｇ．８　Ａｘｖｓ．Ｎｃｕｒｖｅ　ｕｎｄｅｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　Ｆｘｎｅａｒ

ｗｏｒｋｉｎｇ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

分析图８、图９可知，频率对ｘ方向、ｙ方向
振动的减振规律影响不大；存在最优正压力使得
某一频率下叶尖稳态幅值减振效果最佳，ｘ方向、

ｙ方向达到最佳减振效果需要的正压力不太一

６８２
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图９　叶片工作频率附近不同Ｆｘ 下叶尖ｙ方向

稳态幅值随正压力变化的曲线

Ｆｉｇ．９　Ａｙｖｓ．Ｎｃｕｒｖｅ　ｕｎｄｅｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　Ｆｘｎｅａｒ

ｗｏｒｋｉｎｇ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

致；外激励幅值增大，最佳正压力的取值也将增
加，反之减小；正压力增大到摩擦接触面接近弹性
变形阶段时，Ａｙ随正压力增大而减小至某值后稍
有增加，Ａｘ 一直减小．针对本文的叶片－阻尼器结
构，由于叶片尺寸很小，系统ｘ方向、ｙ方向的一
弯振动频率均远高于工作频率，稳态时振动为两
个方向的一弯振动耦合，正压力设计在最优值附
近时，除了摩擦阻尼耗能外，阻尼器刚度调频对振
动抑制作用也很显著．
表１列出了具有代表性的部分计算结果，

Ａｄｘ 和Ａｄｙ分别为ｘ和ｙ方向叶尖幅值减小率．分
析可知：在叶片工作频率及附近，附加阻尼器对叶
片ｘ和ｙ方向振动均有抑制作用；各个正压力下
叶尖ｘ方向稳态幅值减振效果明显优于ｙ方向，
这是由于两个方向振动耦合导致的．

表１　叶尖ｘ方向和ｙ方向减振效果比较

Ｔａｂｌｅ　１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｂｌａｄｅ　ｒｅｄｕｃｉｎｇ　ｅｆｆｅｃｔ　ｂｅｔｗｅｅｎ

ｎｏｒｍａｌ　ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｔａｎｇｅｎｔ　ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

Ｎ／Ｎ　 Ａｄｘ／％ Ａｄｙ／％

６０　 ８．７９５　 ０．２４３

１２０　 ４０．０５　 ０．８５６

１８０　 ４８．８３　 ０．８８５

３６０　 ４９．０６　 ０．８８１

３　结　论

１）本文建立的减振分析方法适用于各种复
杂平面摩擦接触时涡轮叶片耦合振动包括弯扭耦

合的分析；该分析方法迭代步数一般不超过１０步．
２）在工作频率附近激振频率对系统振动及
减振特性变化规律影响不大．
３）各个外激励下阻尼器的等效刚度随正压
力增大而增大到某值后基本不变，等效阻尼随正
压力增大先增加后减小；不同正压力下，等效刚度
基本随外激励幅值增大而减小，等效阻尼随外激
励幅值变化规律不一致．振动耦合后与基于一维
振动的等效刚度及阻尼变化规律［１１］不完全一致．
４）存在最佳正压力使得叶尖ｘ，ｙ向稳态幅
值有最佳减振效果；外激励增加，叶尖稳态幅值达
到最佳减振效果需要的正压力增加，反之减小；ｘ
和ｙ向达到最佳减振效果需要的正压力不太一
致．振动耦合使叶尖ｘ方向稳态幅值的减振效果
明显优于ｙ方向．
５）文中分析更贴近工程，可以提高实际中最
佳正压力设计的准确度．
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